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MATRICES

Dans tout ce chapitre, K est 'un des corps R ou C. Tous les résultats présentés dans ce chapitre demeurent vrais si K est un
corps quelconque, mais nous ne nous en préoccuperons pas ici. Les lettres n,p,q... désignent des entiers naturels non nuls.

1 MATRICES ET OPERATIONS SUR LES MATRICES

1.1 NOTION DE MATRICE ET STRUCTURE VECTORIELLE

Définition (Matrice)

e On appelle matrice de taille n X p a coefficients dans K toute famille A de np éléments de K présentée sous la forme

a1l a2 -+ Qlp
a1 @22 -+ Gz2p
d’un tableau | . . .| noté A = (ai;)i<icn, ot ai; € K pour tout (i, ) € [1,n] x [1,p].
. . . 1<g<p
anl an2 - Anp aij

o
Pour tout (7,7) € [1,n] x [1,p], le scalaire a;; est appelé coefficient de A de position (i, j), la matrice .2J est appelée la

j colonne de A et la matrice (a“ Qi - aip) est appelée sa i ligne.
Si A est carrée, la famille (a11,a22,...,ann) est appelée diagonale de A. nj

e L’ensemble des matrices de taille n X p a coefficients dans K est noté M, ,(K). Pour n = p, on parle des matrices carrées

de taille n et on emploie la notation M, (K) plutét que la notation M, »(K). Pour p = 1, on parle de matrices colonnes de
taille n. Enfin, pour n = 1, on parle de matrices lignes de taille p.

¥ 8§ ¥ Explication

e Une matrice de taille n x p a coefficients dans K n’est rien de plus qu’un élément de K"?, i.e. une famille de np éléments
de K, mais qu’on a préféré écrire sous la forme d’un tableau a n lignes et p colonnes. Ainsi, en réalité : M, p(K) = K",
Pourquoi donc introduire les matrices dans ce cas? Parce que nous allons sous peu introduire une loi interne de produit
sur les matrices, et vous verrez qu’il est bien pratique d’écrire les matrices comme des tableaux et non comme des familles.

e [’usage veut qu’on utilise le plus possible la lettre ¢ pour indice des lignes et la lettre j pour indice des colonnes.

e Par convention dans ce cours, si A (majuscule) est une matrice de taille n X p, nous noterons a;; (minuscule) le coefficient
de A de position (3, 7).

Théoréme (Structure vectorielle sur M, ,(K)) Muni de la structure vectorielle naturelle de K"?, M,, ,(K) est un K-espace
vectoriel de dimension n X p.

Aair + pbir Aaiz + pbiz - Aaip + pbip

Aa21 + pbar  Aagz + pbaa - Aagp + pbap
e Pour tous A,B€ Mpp(K)et \,p e K: MA+4uB= ) . )

Aan1 + Mb7L1 Aan2 + Man s )\anp + Mbnp

e Pour tout (4,7) € [1,n] x [1,p], on note E; ; la matrice dont le coefficient de position (i, j) est égal & 1 et dont tous les

autres coefficients sont nuls. Alors (E”)}?in est une base de My, ,(K) appelée sa base canonique.
NN

¥ ¥ ¥ Explication Tachons de comprendre & quoi ressemble la base canonique de M, ,(K) dans le cas ottn = 3 et p = 2.
Il s’agit ni plus ni moins de la base canonique de K® écrite convenablement sous forme matricielle. Par définition :

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
Fii1=(0 0|, FExu=|(1 0], FE33=10 0], Ei2=1[0 0], FEx=|(0 1 et FEs32=1[0 O
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
Pour toute matrice A € M32(K), les coordonnées de A dans la base canonique sont (a11, a21,as1, a2, a2, as2) car :
ail a2
A= (a2 a2 | =a11E11 +aankba + as1E31 + a12E12 + a2 FEoo + az2 Eso.
a1 asz
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1.2 PRODUIT MATRICIEL

Définition (Produit matriciel) Soient A € M, 4(K) et B € Mq(K). Par définition, le produit de A par B, noté A x B ou

q
AB, est la matrice E aikbr;j de taille p x 7. T b b
— 1<i<p 11 12 e 1r
1<5<r
ba1 b2 e bar
Produit bq1 bg2 T bgr
et somme
- > l
q q q
a a2 e aiq } E a1rbr1 g a1kbra .. g a1xbpr
k=1 k=1 k=1
q q q
a1 a22 e a2q E a2br1 E a2k bro e E a2rbpr
k=1 k=1 k=1
q q q
apt  Gp2 .- Apq E apibi1 E aprbi2 e E apkbir
k=1 k=1 k=1

L’illustration ci-dessus fournit LA méthode pratique de calcul du produit de deux matrices. Cela dit, sur une copie, vous n’étes
pas autorisés & écrire ainsi les matrices les unes au-dessus des autres.

*X KX Attention !

e Le produit d’une matrice de taille p X ¢ par une matrice de taille ¢ X r est une matrice de taille p x r. Le produit de deux
matrices en général n’est cependant pas défini s’il n’y a pas, comme on dit, compatibilité des formats.

Matrice de taille p X@ X Matrice de taille(g)x r — Matrice de taille p x r

- _1

e Le produit matriciel n’est pas commutatif — méme en cas de compatibilité des formats! Exemple :
1 1\/0 0y _ (1 0 ” 0 0\ _ (0 0\/1 1
0 1/)\1 0o/ \1 0 11/ \1 o/\o 1/°

e Un produit de matrices peut étre nul sans qu’aucune de ces matrices soit nulle. Exemple : <8 é) (é (1)) = (8 8)

Exemple Soient A € M, ,(K), i € [1,n] et j € [1,p].

0 e e
position j / position 1
Alors Ax |1 est la 5™ colonne de A, et (0 a1 0) x A sa i®™° ligne. Exemple TRES important!
0

¥ ¥ ¥ Explication Remarque fondamentale : tout systéme linéaire peut étre écrit matriciellement comme un produit. Par

2+ vy — 3z = 3 2 1 =3 T 3
exemple, pour tout (z,y,2) € R®: 5y + =z = 2 = 0 5 1 Y = 2
9z + 10y = 1 9 10 O z 1
|
Matrice Second
du systéme membre

Un systéme linéaire dont tous les coefficients du second membre sont nuls est dit homogéne ou sans second membre.
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Par convention, quand une matrice contient beaucoup de zéros, on omet souvent de les noter par souci de lisibilité.

Théoréme (Propriétés du produit matriciel, matrice identité)

e Associativité : Pour tous A € M, 4(K), B € My, (K), C € M, (K) et A e K:
(AB)C = A(BC) et AAB)=(MA)B = A(AB).

e Bilinéarité : Pour tous A, B € M, ¢(K), C € Mgr(K) et \,p €K :

(A + uB)C = AAC + uBC et C(MA + uB) = A\CA + uCB.

1
e Elément neutre : On appelle matrice identité de taille n la matrice carrée I, = de taille n.
1
Pour toute matrice A € M, »(K) : I,A=AI, = A.
Démonstration  Contentons-nous de démontrer l’associativité du produit matriciel : (AB)C = A(BC).
a
Puisque AB = Zaikbk]‘ , alors (AB)C Z Zalkbkl iy
k=1 1isp =1 Lk= 1sisp
<< 1<5<s
De méme, puisque BC' = Z biici; , alors A(BC) Za”‘ Zbklclj .
=1 1<i<q 1<isp
1<j<s 1<j<s
On obtient le résultat voulu en permutant les symboles de sommation dans (AB)C et A(BC). [ |

p n
Définition (Application linéaire associée & une matrice) Soit A € M, ,(K). L’application { ]i : EX est

linéaire. On V'appelle I’application linéaire associée a A.

¥ ¥ ¥ Explication Dans cette définition, le vecteur X de K? est considéré comme une matrice colonne, ce qui est possible
puisque M, 1(K) = KP. Sans cela, le produit AX n’aurait pas de sens. De la méme maniére, la matrice colonne AX de taille n
peut étre considérée comme un vecteur de K* car M, 1 (K) = K".

Exemple L’application linéaire associée a la matrice 0 12 est R? - R®
p PP 3 45 (z,y,2) — (y+ 22,3z + 4y + 52).

1.3 TRANSPOSITION

Définition (Transposée) Soit A € M, ,(K). On appelle transposée de A la matrice (aj;)1<i<p de My o (K), notée *A.
1<jsn

3 0 1
Exemple (5 9 7) = :
An

Théoréme (Propriétés de la transposition)

e Linéarité : Soient A, B € My ,(K) et A\, u € K. FAA+ uB) = MNA+ u'B.
e Involutivité : Soit A € M, ,(K). ‘(*A) = A
e Produit : Soient A € M, 4(K) et B € Mg, (K). ‘{(AB) ="'B'A.

Démonstration  Seule I'assertion sur le produit mérite une preuve. Pour tout (i,5) € [1,r] x [1,p] :

("(AB)),, = (AB);i = Zajkb;“ = Zbkzajk = Z (‘B),.("4),, = (‘B'A),,. |

k=1
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2 REPRESENTATION MATRICIELLE DES FAMILLES DE VECTEURS
ET DES APPLICATIONS LINEAIRES

2.1 MATRICE D’UNE FAMILLE DE VECTEURS DANS UNE BASE

Définition (Matrice d’une famille de vecteurs dans une base) Soient E un K-espace vectoriel de dimension n,

(e1,€2,...,en) une base de F et (x1,x2,...,Tp) une famille quelconque de vecteurs de E. Pour tout (¢, 5) € [1,n] x [1, p], notons
a;; la *™° coordonnée de x; dans la base (e1,€2,...,en).
La matrice (ai]‘)lgign, notée Mat  (z1,%2,...,%p), est appelée matrice de la famille (x1,22,...,2p) dans la base
1<5<p €1,€2;...,n)
(617627...,€n). 1 T iCj $p
ail aio . aij - aip — e1
az1 a2z - o|azj| v Qzp | < €2
( Mat  (x1,%2,...,%p) =
€ € P -2
LE2mntn a1 a2 aij aip | « e
anp1  QAn2 - |Gnj| " Gnp < €n
Coordonnées de z; dans (e1,es,...,e,), écrites en colonne —T
Exemple

e Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et % une base de E. Alors pour tout = € E, M@z}t (z) est tout simplement

la colonne des coordonnées de x dans 4.

1 2
e Si on note %, la base canonique de R*, alors 1\4[Bat((1707 3,1),(2,—1,0, —1)) = g —01
By
1 -1
X XX Attention! Sion change la base dans laquelle on exprime la matrice d’une famille de vecteurs, il est bien évident

que la matrice en question change aussi. Dans ’exemple ci-dessous, on s’est contenté de modifier 'ordre des vecteurs :

10 0 0 0 0

2 1 -1 1 0 0

Mat  (X*+2X+1,X,X*°-X)=|0 0 1 et Mat  (X®42X+1,X°-X,X)=|0 1 0
(1,X,X2,X3,X4) (X4,X3,X2,X,1)

10 0 2 -1 1

00 0 1 0 0

Théoréme (Toute matrice est égale 4 la matrice de ses colonnes dans la base canonique) Soit A € M, ,(K) de
colonnes C1,Cy,...,Cp € My 1(K) rangées dans 'ordre naturel.
Si on note %, la base canonique de K", alors : A = hg/%at(cl, Cay...,Chp).

Démonstration Réfléchissez! Il faut que ce petit résultat coule dans vos veines. |
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2.2 MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE DANS DES BASES

Définition (Matrice d’une application linéaire dans des bases) Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions
respectives p et n, B = (e1,e2,...,ep) une base de E et € = (f1, f2,..., fn) une base de F. Soit en outre f € L(E, F).

On appelle matrice de f dans & et € et on note lgéla}}(f) la matrice de la famille f(%) = (f(el), fle2), ..., f(ep)) dans la base

= (f1,f2,..., fn) de F.
fler) fle2)  fle)  flep)

ol 4 4
aii a1z . alj e alp < f1
a1 a2 -+ |agi| -0 azp | < fo
Mat = Mat(f(£4)) = Mat ( e1), flea),..., f(e ):
gafg(f) € (f( )) (f1:f25:fn) fer), J(e2) fer) a1 iz - |@ig| oo aip — fi
Anl Ana -+ % . Gnp < fn

Coordonnées de f(e;) dans (fi, fa,..., fa), écrites en colonne —T

Si E = F et si =%, la matrice ls\élasg(f) est simplement notée Mg?t(f)'

X XX Attention ! Si on change les bases dans lesquelles on exprime la matrice d’une application linéaire, il est bien
évident que la matrice en question change aussi. Un exemple le montre un peu plus bas.

Exemple Si E est de dimension finie n et si % est une base de E, alors Mg?t (Idg) = In.

R? — R
(z,y) — (z,2+y,y—2)
R? et R*. On pose également % = ((07 1), (170)) et B5 = ((17 1,1),(1,1,0), (17070))7 bases de R? et R® respectivement.

Exemple On note ¢ l'application linéaire { et B et A3 les bases canoniques respectives de

1 0 1 -1
Alors : Mat = 1 1 et Mat =10 2
lat () o @é’@g(w) o

En effet Pour la premiére matrice, déterminons les coordonnées de ¢(1,0) et ©(0,1) dans la base canonique %3
deR*:  (1,0) = (1,1,—1) et (0,1) =(0,1,1). Ce sont déja les coordonnées voulues.
Pour la deuxiéme matrice, déterminons les coordonnées de ¢(0,1) et ¢(1,0) dans %s.

»(0,1) =(0,1,1) = (1,1,1) — (1,0,0) et ¢(1,0)=(1,1,—-1)=—(1,1,1) +2(1,1,0).

Ainsi les coordonnées de ¢(0,1) dans %5 sont (1,0, —1) et celles de (1,0) sont (—1,2,0).

Ry[X] — R5[X]

P L XAp®) 4 P(2) + P(=X) et B4 et PBs les bases canoniques

Exemple  On note T I'application linéaire {

2 2 4 8 16

0 -1 0 O 0

. 0o 0 1 O 0
respectives de R4[X] et R5[X]. Alors : %1\11225 (T) = 0 0 0 -1 0
0O 0 0 6 1

0O 0 0 0 24

En effet Il nous faut déterminer les coordonnées de T'(1), T(X), T(X?), T(X?) et T(X*) dans %s, puis les
ranger convenablement dans un tableau.

T =04+1+1=2, TX)=0+2+(—X)=—-X+2, T(X?)=0+2°+(-X)’ = X" +4,

T(X*) = X" x6+2°+(-X)’=6X"-X*+8 et T(X')=X"x24X+2"+(-X)" =24X° + X" + 16.
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Théoréme (Toute matrice est égale & la matrice de ’application linéaire qui lui est associée dans les bases
. . TS KPP — "
canoniques) Soit A € M, ,(K). Nous savons que A peut étre vue comme une application linéaire { Y . Ax due

nous notons aussi A.

Si on note &, et ABn les bases canoniques respectives de K” et K", alors : A = %Magp (4).
pyFn
Démonstration Réfléchissez! Il faut que ce petit résultat coule dans vos veines. |

Théoréme (Une application linéaire est entiérement déterminée par sa matrice dans des bases) Soient E et F
deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p et n, 4 une base de E et € une base de F'.

i LE,F) — Mnp(K) . :
Alors Papplication f —>  Mat(f) ostun isomorphisme de L(E, F) sur My, »(K).
B,

En particulier, pour tous f,g € L(E,F) et \,pn € K: I;g%;()‘f + ug) = )\Slgl%t(f) + u%%:c(g).

Démonstration
e La construction de la matrice d’'une application linéaire rend « évidente » la linéarité de 'application Ig\él%;
du théoréme : réfléchissez !
e Nous savons que :  dim L(E, F) =dim F x dim F = np = dim M, »(K). Pour montrer que l'application
19\;4%; est bijective, il nous suffit donc de montrer qu’elle est injective.
e Soit f € Ker I\gé[@} Alors ls\él%p(f) = Om, ,(x)- Notons e1,e2,...,ep les vecteurs de &4, dans l'ordre. Par

définition de la matrice d’une application linéaire, f(e;) a toutes ses coordonnées nulles dans la base € pour
tout j € [1,p], donc f(e;) = Or. A fortiori, par linéarité, & étant une base de E, f est nulle. [ |

Théoréme (Régles de calcul pour passer d’un point de vue vectoriel & un point de vue matriciel, et vice versa)
(i) Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, % une base de E et % une base de F.
Soient en outre uw € L(E,F), z € E ety € F. Sion pose U = I\gé[e};(uL X = Msgmt(m) et Y = M(g‘c(y)7 alors :
y = u(x) = Y =UX.

(ii) Soient E1, E2, E3 trois K-espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives %1, B2, Bs.
Soient en outre f € L(E1, E2) et g € L(E2, E3). Alors :

Mat (g0 f) = Mat (g)x Mat (f).

¥ ¥ ¥ Explication Théoréme fondamental s’il en est !

e Dans l’assertion (i), on rappelle que Mgz}t (z) est la colonne des coordonnées de x dans % ; méme chose pour M%@t (y).

Cette assertion montre que le calcul de u(z) (point de vue vectoriel) est équivalent au calcul du produit matriciel UX
(point de vue matriciel). Précisément, UX est le vecteur des coordonnées de u(z) dans la base €. Ceci va nous permettre
de profiter du calcul matriciel pour parler des applications linéaires abstraites en dimension finie.

e L’assertion (ii) montre que le produit matriciel et la composition des applications linéaires sont deux faces d’une méme
piéce. Le produit est aux matrices ce que la composition est aux applications linéaires.

Démonstration

(i) Introduisons les vecteurs de B et € : B = (e1,e2,...,ep) et E = (f1,f2,---; fn)

n p n p n p n
y=ul®) < > yifi=u <Z ij%‘) = > wifi=Y wuley) = > wifi=> @y uyfi
=1 j=1 =1 j=1 i=1 j=1 i=1

n n P P
= Zyifi = Z <Z Uij$j> fi = Vie[l,n], vyi= Zuijmj — Y =UX.
i=1 i=1 \j=1 j=1
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(ii) Posons A = @I\{%‘g2 (f), B= Sal\élag'grg (g)et C = @1\{[%53(9 o f). Nous devons montrer que BA = C, i.e. que C

et BA ont les mémes colonnes.

Fixons j € [1,n], ou n = dim E1, et notons e; le §¢me vecteur de % et E; la matrice des coordonnées de
e;j dans %;. D’aprés (i), AE; est la colonne des coordonnées de f(e;) dans Bz, donc BAE] la colonne des
coordonnées de g o f(e;) dans %3, qui est aussi égale & CEj. Conclusion : BAE; = CE;.

0
Or Ej est la colonne | 1 | ou le coefficient 1 est placé en jémc position. Nous avons déja vu qu’alors BAE;
0
est la j™° colonne de BA et CE; la j°™¢ de C. Conclusion : BA et C ont la méme j®™° colonne. [ ]
4 0 0
Exemple On note R 'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique de R est [ 0 1 V3.
0 —v3 3

Alors Ker R = Vect(((), V3, 1))

En effet Pour tout (z,y,2) €R*: (z,y,2) € Ker R <= R(z,y,2) = (0,0,0)

4 0 0 x 0 4z = 0 . = 0
= 0 1 —=v3llyl=1o0 = y — 3z = 0 <:>{ -
y:\/gz.
0 —v3 3 z 0 - 3y + 3z =0

Comme annoncé, Ker R = Vect((O7 V3, 1))

0O 0 1 -1
Exemple L’endomorphisme 6 de R3[X] dont la matrice dans la base canonique de R3[X] est © = 01 é 1 :; est la
-1 2 1 -2

symétrie par rapport & Vec(X® + X2 4+ X, X2 + 1) parallélement a Vect(X® + X +1, X3 + X?).
En effet

o Par définition, 6 est linéaire. Montrer que 6 est une symétrie revient donc & montrer que 62 = Idg,[x). D'un
point de vue matriciel, cela revient donc a dire que ©2 = I, — égalité que I'on vérifie aisément.

o Cherchons le sous-espace vectoriel de R3[X] par rapport auquel 6 est une symétrie, a savoir Ker(6 —Idg,[x]).

— 3 2 .
Pour tout P = aX"+bX" +cX +d €Rs [X] ’ o Coordonnées de P dans la base canonique de R3[X]

d d b — a
. cl _|c —d + ¢ 4+ b — a
P e Ker(0 —Ildgyx])) <= 0(P)=P = ol, =1, — % + b — 2
a a —d + 2¢ + b — 2a
- d + b — a = 0
- d + b — a = 0 {— d + b - a =
c — a = 0 c - a =
—d 4+ 2 + b — 3a = 0
a = A
<~ 3JINpeR b= Avu Ainsi Ker(§ — Id =Vec(X’ + X’ + X, X* +1
,uweER/ e — insi Ker(f — Idg,(x]) = Vec(X" + + X, X" +1).
d = pu
d
Ci-dessus, la colonne des coordonnées de P est tout simplement Z car on travaille avec la base canonique
a
de R3[X] — attention a l'ordre, quand méme. Dans une autre base, le calcul aurait été plus délicat.

e On montre de la méme maniére que Ker(0 + Idg,(x]) = Vect(X® + X + 1, X° + X?).

Q@ o0
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3 MATRICES CARREES

3.1 L’ANNEAU M, (K)

Le produit de deux matrices carrées de taille n est une matrice carrée de taille n : la multiplication des matrices est donc une
k fois

—TN—
loi de composition interne sur M, (K). Si A € M, (K) et k € N, nous pouvons donc noter A* la matrice A x A x ... x A, avec
la convention A° = I,,. Tl a dés lors un sens, pour tout P = Zkak € K[X], de noter P(A) la matrice z:pkA’c (somme finie).

k=0 k=0
Le théoréme suivant est une conséquence immédiate des résultats précédents.

Théoréme (Anneau M, (K)) (/\/in(K)7 +, ><) est un anneau d’élément neutre I,, pour la multiplication. Pour n > 2, cet
anneau n’est ni commutatif ni intégre.

L’anneau M, (K) posséde une autre propriété remarquable de stabilité : la transposée d’une matrice carrée de taille n est
encore une matrice carrée de taille n.

Théoréme (Deux formules a connaitre) Soient A, B € M,(K). On suppose que A et B commutent. Pour tout k € N :

k k—1
(A+ B)* Z < )A B*" (formule du binome de Newton) et A* — BF = (A-B) ZAinﬂ;l.

=0 =0

X X X Attention ! L’hypothése que A et B commutent n’est pas 1a pour décorer !

1 1 2 1 k 2k
Exemple Onpose A= [0 1 0. Alorspourtout ke N: A¥=110 1 0
0 0 1 0 0 1

0 1 2
En effet Pour calculer les puissances de A, écrivons A = I3+ J avec J = [0 0 0. Bien str, I3 et J
0 0 O

commutent car J3 commute avec toute matrice carrée de taille 3, et on remarque que J? = 0, donc que J* = 0

k 1 k
pour tout ¢ > 2. Par conséquent, pour tout k € N : AF = Z (’j) I§Jk7i =Iz3+kJ=10 1 0
0 0 1

=0

Théoréme (Les anneaux L(E) et M, (K) sont isomorphes) Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et % une
)

oo LE) — Mu(K) . .
base de E. Alors 'application f —  Mat(f) est un isomorphisme d’anneaux.
B

Démonstration Cette application, on ’a déja vu, est un isomorphisme linéaire, donc une bijection et un
morphisme de groupes pour ’addition. Nous avons également vu qu’elle préserve les produits — c’est ce que dit
la formule « Msgt(g of)= Mai}t(g) X Mgfmt(f) » — et enfin : Magt(IdE) =1I,. [ |
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3.2 MATRICES INVERSIBLES

Définition (Matrice inversible et inverse, groupe linéaire)

e Soit A € M, (K). On dit que A est inversible (dans My (K)) si A est inversible (pour la multiplication) dans ’anneau
(Mn(K),+, x), i.e. s'il existe une matrice B € My (K) telle que AB = BA = I,,.

On sait déja qu’une telle matrice B, si elle existe, est unique, notée A~' et appelée 'inverse de A.

e Si A, B € M,(K) sont inversibles :
1) A~ est inversible et (A7) = A;
2) AB est inversible et (AB)"' = B"'A™! — et non pas A"'B!!
3) pour tout k € Z, A* est inversible et (A")™! = (A7H)*;
4) A est inversible et (54)71 ='(AT).
e L’ensemble des matrices inversibles de M, (K) est noté GL,,(K). Alors (gcn (K), ><) est un groupe d’élément neutre I,

appelé le groupe linéaire de degré n sur K.

Pour tout K-espace vectoriel E de dimension n et pour toute base #Z de E, la restriction & GL(E) de 'isomorphisme d’anneaux

L(E) — Mup(K) ) ) GL(E) — GL,L(K)
f — Mg?t(f) est un isomorphisme de groupes ¥ — Mggt(f)-

Démonstration Nous devons seulement prouver 4), car les assertions 1), 2) et 3) sont des vérités générales de
la théorie des anneaux. Vérification : ‘A x t(Afl) = t(AflA) =!I, =1, etde méme t(Afl) xtA=1,. 1

. . A . . : .
X XX Attention ! La notation =, ou A et B sont deux matrices, est rigoureusement interdite, méme lorsque B est

inversible. Quel en serait le sens : AB™! ou B~*A ? Deux matrices ne commutent pas en général.

Théoréme (AB = I, suffit) Soient A, B € My (K) telles que AB = I,,. Alors A et B sont inversibles, inverses l'une de
Pautre.

¥ 8 ¥ Explication En principe, montrer que A est inversible revient 4 montrer I'existence d’une matrice B telle que
AB = 1I,, et BA = I,. Ce théoréme montre que I'une ou 'autre des assertions suffit en réalité, ce qui est bien pratique.

Mp(K) — Myu(K)

Démonstration  L’application 3 : { M . gy estun endomorphisme de M, (K). Or M, (K)

est de dimension finie, donc il nous suffit d’établir 'injectivité de 8 pour avoir sa bijectivité. Or en effet 3 est
injective, car pour tout M € Ker §: M =I1,M = (AB)M = A(BM) = ApB(M)=Ax0=0.

La bijectivité de 8 montre alors en particulier que pour une certaine matrice A’ € M,,(K), B(A’) = I,,. Or en fait :
A'=T1,A" = (AB)A’ = A(BA") = AB(A") = A, = A. Bref: AB=BA=1, comme voulu. [ ]

Théoréme (Inversibilité des matrices carrées de taille 2) Soient a,b,c,d € K. On appelle déterminant de (Z §>,

, a ¢ a c .
noté det <b d) ou |, d" le scalaire ad — bc.
. a c . . . . , . a c\ 1 d —c
La matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Dans ce cas = — .
b d b d ad — bc \ —b a

. . . . d —c\(a c\ _(a c d —c\ _
Démonstration  Par un simple calcul : <—b a) <b d) = (b d) (—b a) = (ad — bc)I>.

. . a c . . e 1 d —c
e Du coup, clairement, si ad — bc # 0, alors <b d) est inversible d’inverse T be (—b a )

. a c\. . e .
e Dans l'autre sens, si nous supposons par ’absurde ad—bc = 0 et b d) inversible, alors aprés multiplication

-1
a c d —c . a ¢ a c
par(b d) ’(—b a)—07lle.a—b—c—d—07etdonc<b d)-O—alorsque<b d)est
|

supposée inversible.
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Pour trouver d’autres exemples de matrices inversibles, nous avons besoin de résultats théoriques sur 'inversiblité des matrices.

Théoréme (Bijectivité = inversibilité) Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie, % une base de
E et € une base de F. Soit en outre f € L(E, F).

-1
Alors f est un isomorphisme de E sur F si et seulement si Mat(f) est inversible. Dans ce cas :  Mat(f ') = <Mat(f)) .
B, ¢, 2 8,6

Démonstration
. R 1y _ _ -1 _ —
e Si f est bijective, alors ls\iﬁ[%;(f) X l\g{[%g(f )= M(gt(IdF) =1I,et I(\g{[ag:g(f ) %[%;(f) = Mg?t(IdE) = I, donc

Mat t i ible d'i Mat (7).
Mat (f) est inversible d’inverse Mat (f=h
e Réciproquement, si A = Ig\él%;( f) est inversible, notons g l'unique application linéaire de F' dans E pour

— A1 — — A1 A — A —
laquelle I%{I%g(g) = A7". Alors Mggt(gof) = I(\g{[;g(g) X Igé[e%(f) = A" A =1, et de méme M%gt(fog) =1I,. On
en déduit que go f =Idg et que f o g = Idr, bref que f est bijective de F sur F', comme voulu. |

Corollaire (Caractérisation des matrices inversibles en termes de systémes linéaires, systéme de Cramer)
e Soit A € M, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est inversible.
(ii) Pour tout second membre Y € K", le systéme linéaire Y = AX d’inconnue X € K" posséde une et
une seule solution. En d’autres termes : VY € K", 31 X K"/ Y = AX.
e Un systéme linéaire (carré) associé & une matrice inversible est appelé un systeme de Cramer. Précisément, si le systéme
Y = AX d’inconnue X € K", de matrice A € M, (K) et de second membre BY € K" est de Cramer, sa solution unique est
la colonne X = A™'Y.

Démonstration Si on note %, la base canonique de K" et A I’endomorphisme de K" associé & A, nous savons
que A = I\élaat(A). Du coup la matrice A est inversible — assertion (i) — si et seulement si 'endomorphisme A

est bijectif, i.e. si et seulement si 'assertion (ii) est vraie. ]

QD DN D En pratique  Méthode en or pour montrer qu'une matrice carrée est inversible et calculer son inverse! Si pour
tout second membre Y on arrive a trouver une et une seule solution X au systéme linéaire Y = AX, alors A est inversible.

Dans ce cas, avoir trouvé cet unique X, c’est avoir transformé le systéme linéaire Y = AX en un systéme linéaire de la forme
X = BY pour une certaine matrice B € M, (K). Ce qui est intéressant, c’est qu’alors B = AL

1 3 1 -2 3 —4
Exemple La matrice | 1 2 2| est inversible d’inverse | 1 -1 1
0 0 1 0 0 1
En effet
e Notons A la matrice étudiée. Soit Y = (y1,y2,y3) € R3. Pour tout X = (z1,22,23) € R3 .

1 3 1 1 Y1 1 + 3r2 + ®3 = n

Y =AX <«— 1 2 2 r2 | = | Y2 < T1 + 2x2 4+ 23 = Y2

0 0 1 T3 Y3 r3 = Y3

z1 + 32 + x3 = w1

<— T2 — T3z = Y1—Y2 Ly <+ L — Lo
xrs3 = Y3.

Si on est juste intéressé par l'inversibilité de A, on peut conclure dés maintenant. En effet, le systéme obtenu
ci-dessus est triangulaire a coefficients diagonaux non nuls, donc posséde une et une seule solution, et ce
pour tout second membre Y. Bref, A est inversible.

e Et si on veut aussi calculer A7 ? On achéve la résolution.

1 = —2y1 + 3y2 - 4y3 1 -2 3 —4 Y1
Y = AX <~ T2 = Y1 — Y2 + Y3 < T2 | = 1 -1 1 Y2
X3 = Y3 T3 0 0 1 Y3
—2 3 —4
Etvoila: A™'=([1 -1 1 comme annonceé.
0 1

10
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1 0 2
Exemple La matrice | 2 3 —2 | n’est pas inversible.
3 6 —6

En effet Notons A la matrice étudiée. Soit Y = (y1,y2,y3) € R2. Pour tout X = (z1, 22, 23) € R3 .

1 0 2 T1 Y1 1 + 2rx3 = 1
Y =AX <— 2 3 =2 T2 | = | yo <~ 2r1 + 3x2 — 2x3 = Yo
3 6 —6 x3 Y3 3z1. + 6x2 — 6x3 = ys3
z1 + 23 =
<~ 3r2 — 63 = Y2 — 2y1 Lo <+ Lo — 21
612 — 12z3 = Y3 — 3y1 Lz < L3 —3L1
T + 2z3 = Y1
= 3z — G6xs3 = y2-—2;p
0 = y3—2y2—|—y1 L3 < L3 —2Ls.

Le systéme obtenu est triangulaire, mais I'un de ses coefficients diagonaux est nul, il ne posséde donc pas une et
une seule solution pour tout second membre Y. Bref, A n’est pas inversible.

Théoréme (Base = inversibilité) Soient £ un K-espace vectoriel de dimension n, 2 une base de F et % une famille de n
vecteurs de E. Alors .Z est une base de F si et seulement si Mg?t(,fz) est inversible.

Démonstration  Introduisons les vecteurs de & et F : B = (e1,e2,...,en) et F = (f1,f2,-..,fn) et
notons f 'unique endomorphisme de E tel que pour tout k € [1,n] :  f(ex) = f&-

BY=F . . .
Z est une base de F 7 )<:> avee f est un automorphisme de E = Mat(f) est inversible.
% base de E B
On conclut en remarquant que : I\/g}t(f) = I\/gt (f(®)) = Mai}t(f). [ |

Corollaire (Caractérisation des matrices inversibles au moyen de leurs lignes/colonnes) Soit A € M, (K). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est inversible.
(ii) La famille des colonnes de A est une base de K™ — cela revient a dire qu’elle est libre ou génératrice.

(iii) La famille des lignes de A est une base de K™ — cela revient a dire qu’elle est libre ou génératrice.

Démonstration
(i) <= (ii) Nous savons que A est égale a la matrice de ses colonnes dans la base canonique de K”. Le théoréme
précédent montre donc 1’équivalence (i) <= (ii).

(ii) <= (iii) Nous savons que A est inversible si et seulement ‘A I’est, et que la transposition échange les lignes
et les colonnes de A. L’équivalence (i) <= (iii) se déduit donc de I’équivalence (i) <= (ii). [ |

3.3 QUELQUES FORMES PARTICULIERES DE MATRICES CARREES

3.3.1 MATRICES DIAGONALES

Définition (Matrice diagonale, matrice scalaire)

e Une matrice carrée est dite diagonale si tous ses coefficients non diagonaux sont nuls.
A1
A2
Pour tout (A1, A2,...,An) € K", la matrice ) est souvent notée diag(Ai, Az, ..., An).

An

e Une matrice carrée est dite scalaire si elle est diagonale et si tous ses coefficients diagonaux sont égaux. Les matrices
scalaires de taille n a coefficients dans K sont donc toutes les matrices Al,, A décrivant K.

11
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Théoréme (Anneau des matrices diagonales)

(i) L’ensemble des matrices diagonales de taille n a coefficients dans K est un sous-espace vectoriel et un sous-anneau de
M (K). Plus précisément, pour tous (A1, A2, ..., An), (41, 2, ..., tn) € K" et tous o, 8 € K :

« dia‘g()‘lv )‘27 LR} )\n) + /B diag(,ul,ug, e Hu‘n) = diag(a)\l + 5#1,&)\2 + /Biu‘zv . .,Oé)\n +B/ln)
et diag(A1, Az, ..., An) x diag(u1, p2, ..., pun) = diag(Aip1, Adapiz, ..o, Antin)-

(ii) Une matrice diagonale est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls. Plus précisément,

pour tout (A1, A2,...,An) € K" {(0,0,...,O)} : diag(A1, Az, ..., An) "' = diag (%, %,,%)
1 2 n

3.3.2 MATRICES TRIANGULAIRES

Définition (Matrice triangulaire) Une matrice carrée est dite triangulaire supérieure (resp. inférieure) si ses coefficients
situés strictement au-dessous (resp. strictement au-dessus) de la diagonale sont nuls.

1 2 1 0 0
Exemple 0 4 est triangulaire supérieure et (2 4 0
0 0 6 3 5 6

Par ailleurs les matrices diagonales sont exactement les matrices qui sont a la fois triangulaires inférieures et supérieures.

est triangulaire inférieure.

Théoréme (Anneau des matrices triangulaires supérieures/inférieures)

(i) L’ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) de taille n a coefficients dans K est un sous-espace
vectoriel et un sous-anneau de M, (K).

t11 tiz tin
a2 ton
(if) Soit T' = . . € M, (K) triangulaire supérieure. Alors T est inversible si et seulement ses coeffi-
ton N
cients diagonaux sont tous non nuls. t1
- ... X
De plus, dans ce cas, T~ ! est triangulaire supérieure de la forme too , ol le symbole x désigne des
coefficients de valeurs non précisées. :
1
t’!L’!L

On dispose bien str d’un résultat analogue dans le cas des matrices triangulaires inférieures.

¥ ¥ ¥ Explication L’assertion (ii) est équivalente au principe suivant que nous connaissons bien : un systéme linéaire
triangulaire posséde une et une seule solution si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls. Nous avions plus
ou moins admis ce résultat jusqu’ici.

Démonstration Contentons-nous du cas des matrices triangulaires supérieures : le cas des matrices triangulaires
inférieures s’en déduit par transposition.

(i) Une seule petite difficulté : montrer que le produit de deux matrices triangulaires supérieures est encore

une matrice triangulaire supérieure. Soient A, B € M, (K) triangulaires supérieures. Posons C = AB et
n

montrons que C' est triangulaire supérieure. Soient i,5 € [1,n] tels que ¢ > j. Alors ¢;; = Z aikbr;. Pour
k=1

montrer que ¢;; = 0, il nous suffit de montrer que tous les termes de cette somme sont nuls. Or soit &k € [1, n].

Comme % > j, alors k < ¢ ou k > j forcément. Dans le premier cas, a;x = 0; dans le second, bx; = 0. Dans

les deux cas, a;kbr; = 0.

(ii) Raisonnons par récurrence sur la taille n des matrices concernées.

Initialisation : Toute matrice triangulaire supérieure de taille 1 est de la forme (a) ou a € K. Une

. . . . . -1 _ . .
telle matrice est inversible si et seulement si a # 0 et dans ce cas (a) = (a 1). L’inverse d’une matrice
triangulaire supérieure inversible de taille 1 est bien une matrice triangulaire supérieure.

12
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Hérédité : Soit n € N*. Faisons I’hypothése que le résultat est vrai pour les matrices triangulaires
supérieures de taille n et fixons T € Mp4+1(K) triangulaire supérieure. On peut écrire T sous la forme

!
T = <Z(; 2)7 ou T" € M, (K) est triangulaire supérieure de taille n, a € K et ou C € K" est une colonne.

e Supposons T & coefficients diagonaux non nuls. Alors T” est inversible par hypothése de récurrence,

et 7"~ ! est triangulaire & coefficients diagonaux inverses de ceux de T”. Le systéme 7" X = —= C d’inconnue
a

1
X € K" posséde donc une et une seule solution D, de sorte que 7D + = C = 0.
a

’ 71 D 1 —1 / 1
Remarquons alors que rc X _(TT T'D+ a C = I 0 = I4+1. Conclu-
0 a 0 - 0 1 0 1
7 D\
sion : T est inversible d’inverse 0 1 | triangulaire supérieure. En outre on peut bien dire que les

—_

a

! sont exactement les inverses de ceux de T'.

coefficients diagonaux de T~

e Réciproquement, supposons 1" inversible. Alors les lignes de 1" forment une famille libre, donc sa

derniére ligne est non nulle :  a # 0. De méme, les n premiéres colonnes de T' forment une famille libre,
donc comme le dernier coefficient de chacune est nul, les colonnes de T” forment une famille libre : bref,
T’ est inversible, donc & coefficients diagonaux non nuls par hypothése de récurrence. |

3.3.3 MATRICES SYMETRIQUES ET ANTISYMETRIQUES

Définition (Matrice symétrique/antisymétrique) Soit A € M, (K).

e On dit que A est symétrique si ‘A = A. e On dit que A est antisymétrique si A = —A.
1 2 3 0 1 =5
Exemple 2 5 0] est symétriqueet [ =1 0 2 | est antisymétrique.
3 0 6 5 -2 0

Remarquez bien ceci : la diagonale d’une matrice antisymétrique est nulle car chaque coefficient diagonal est égal & son opposé.

X X X Attention ! Matrice symétrique #  Matrice d’une symétrie

. 1 1 . . . 1 2
La matrice (O 1) est une symétrie de R? car son carré vaut I, mais elle n’est pas symétrique. Inversement, (2 1) est

symétrique mais n’est pas une symétrie, car son carré n’est pas I2.

4 CHANGEMENTS DE BASE ET MATRICES SEMBLABLES

4.1 CHANGEMENTS DE BASE

Définition (Matrice de passage d’une base a une autre) Soient F un K-espace vectoriel et & et %’ deux bases de E.
On appelle matrice de passage de # o %’ la matrice Mggm‘c(,%’)7 qui est aussi égale a %agtg(ld]ﬂ)‘

Théoréme Soient F un K-espace vectoriel, 8, %’ et %" trois bases de E, P la matrice de passage de # & %’ et P’ la matrice
de passage de B’ a A" .

(i) P est inversible et P! est la matrice de passage de &’ a .

(ii) PP’ est la matrice de passage de # a B".

13
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Démonstration
(i) La matrice P est inversible comme matrice d’un isomorphisme — ici ’application identité Idg. Du coup

1
pP1l= (}:;4&5% IdE> = 51\3/[%;/ (Id;jl) = g[g/(IdE), donc P! est la matrice de passage de &’ a 2.

(ii) PP' = Mat (Idg) x Mat (Idg) = Mat (Idgoldg) = Mat (Idg), donc PP’ est bien la matrice de passage
BB BB BB BB
de B a B". [ |
¥ ¥ ¥ Explication L’assertion (i) précédente admet une réciproque : toute matrice inversible peut étre vue comme une
1 2 1
matrice de passage. Voyons cela sur 'exemple de P = [ 0 4 2 ], inversible car triangulaire & coefficients diagonaux non nuls.
0 0 8

1) On peut voir P comme la matrice de passage de la base canonique a la base ((1, 0,0),(2,4,0), (1,2, 8)) de R3.
2) On peut voir P comme la matrice de passage de la base canonique a la base (1,4X +2,8X? 42X +1) de Ra[X].

3) Plus abstraitement, si F est un R-espace vectoriel de dimension 3 et si (e1, ez, e3) en est une base, alors P est la

matrice de passage de (e1, e2,e3) a la base (e1,2e1 + 4ea, e1 + 2e2 + 8es).

(Théoréme du changement de base) Soient F et F' deux K-espaces vectoriels, Z et %' deux bases de E, €

Théoréme
et ¢’ deux bases de F, P la matrice de passage de Z & %’ et Q la matrice de passage de 4 4 ¢”.
(i) Version vecteur : Soit z € E. On pose X = Mgimt(x) et X' = I\g}t(x). Alors: X =PX'.
(ii) Version application linéaire : Soit f une application linéaire de E dans F'. On pose A = Igé[e%(f) et A" = gl}//[a};/(f)
Alors: A =Q 'AP.
Démonstration Nous savons que P = %%%(IdE) et que @ = (I;/{i;(ldp).

(i) En termes matriciels, I'égalité = Idg(x) s’écrit, dans les bases adaptées, X = PX’.

.. . . r_ _ -1 _ -1

(ii) Simple calcul : A’ = gl}//[a};l(f) = %I}/II%;,(IdF ofoldg) = %%ﬁ,(IdF ) x I\Q{Iz}}(f) X %f}gtg(ldE)

-1
_ _ -1
— (Mar(ar))  xMat(r) x Mot (1dr) = QAP .
Exemple Soit 0 € R fixé. Notons (7,7) la b nonique de R? et : Up = cosf T + sinf
xemple ol xé. Notons (7,7) la base canonique de R* et : G = —sin® T + cosh 7
(i) Alors (i, Us) est une base de R2.
/
(ii) Soit @ = (z,%) un vecteur de R?. Les coordonnées de i dans (7,7) sont bien str X = <z> Notons X' = (y'> les
, . Lo z = x'cosf— 1y sinf 2’ = xcosf+ysinh
coordonnées de @ dans la base (g, Up). Alors { y = a'sind+y cosd { y = —zsind+ ycoso.
En géométrie élémentaire de début d’année, nous aurions bien stir obtenu les mémes formules de changement de base.
cosf) —sinf
sinf  cosf

En effet
(i) Laliberté de (i, Up) suffirait mais il y a méme plus simple. La matrice de (i, Up) dans (%, 7) est (

de déterminant cos® @ + sin® @ = 1 # 0. Cette matrice est donc inversible, donc (ilg, U) est une base de R.
cosf) —sin 0) ,

) est la matrice de passage de (7,7) & (uo, ¥p), alors X = <sin9 03 0

.. . cosf —sinfd
(i) Puisque (sin@ cosf
L’autre formule se démontre de la méme maniére : il suffit de remarquer que la matrice de passage de
(o, To) & (7,7) est (cos@ —sin9)1 _ 1 ( cos 6 sin9> _ ( cos 6 sin9>
’ ’ sinf  cos6 cos20 +sin?20 \—sinf cosf —sinf cosf )’

4.2 MATRICES SEMBLABLES

)

telle que B = P~ 'AP.
e La relation de similitude sur M, (K) est une relation d’équivalence.

Définition (Matrices semblables)
e Soient A, B € My (K). On dit que B est semblable a A (dans My (K)) s’il existe une matrice inversible P € GL,(K)

14
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Démonstration

e Reéflexivité : Soit A € M, (K). Alors A est semblable a A car I,, est inversible et A = I;YAIL,.

e Symétrie : Soient A, B € M, (K). On suppose B semblable & A. Il existe donc P € GL, (K) telle que
B =P 'AP. Alors P! est inversible et A = (Pfl)lePfl7 de sorte que A est semblable & B.

e Transitivité : Soient A, B,C € M,(K). On suppose B semblable & A et C semblable & B. Il existe
donc P,Q € GL,(K) telles que B = P™'AP et C = Q7 'BQ. Alors PQ est inversible par produit et
C=Q 'BQ=Q 'P'APQ = (PQ) "A(PQ), donc C est semblable a A. [ |

Exemple Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie, f € L(E) et & et %' deux bases de E. Alors I\é[;t( f) est
semblable & Mg@t(f) puisque comme on I'a vu, si P désigne la matrice de passage de Z & &' : Ngﬁt(f) = PilM%at(f)P.

5 RANG D’UNE MATRICE

Définition (Rang d’une matrice) Soit A € M, ,(K). Le rang de A, vue comme application linéaire de K? dans K", est
égal au rang de la famille des colonnes de A dans K".
On appelle rang de A, noté rg(A), la valeur commune de ces deux notions de rang.

Démonstration Notons C4,Cq,...,Cp les colonnes de A dans lordre naturel et (E1, E2,...,E,) la base
canonique de KP. Alors :  Vect(C1,C2,...,Cp) = Vect(AE1, AE,, ..., AE,) =Im A.
En particulier, comme voulu, Vect(C1,Cs,...,C}) et Im A ont méme dimension. |

Exemple Soit A € M, ,(K). Si A posséde une colonne nulle, et si A" est la matrice obtenue & partir de A aprés suppression
de cette colonne nulle, alors rg(A) = rg(A’).

En effet Le rang de A est la dimension du sous-espace vectoriel de K™ engendré par les colonnes de A. Or dans
un Vect, on peut toujours se défaire des vecteurs nuls, donc si A posséde une colonne nulle. . .

Théoréme (Rang d’un systéme linéaire) Soient A € M, ,(K) et B € K". On appelle rang du systéme linéaire AX = B
d’inconnue X € KP le rang de la matrice A de ce systéme.

(i) L’ensemble des solutions du systéme homogéne AX = 0 d’inconnue X € KP, qui n’est autre que le noyau Ker A de
Papplication linéaire associée & A, est un sous-espace vectoriel de K? de dimension p — rg(A).

(ii) Dans le cas général :
e soit le systéme linéaire AX = B d’inconnue X € KP” ne posséde pas de solution ;
e soit, 8’il en posséde une Xy, ’ensemble de toutes ses solutions est I’ensemble Xy + Ker A.

On rappelle que lorsque le systéme est de Cramer, i.e. lorsque A est inversible, le systéme admet A~!B pour solution unique.

Démonstration

(i) Simple application du théoréme du rang, puisque le rang de A comme matrice est par définition son rang
comme application linéaire.

(ii) Si le systéme posséde une solution X, alors pour tout X € K? :

AX =B <= AX=AX; = AX-X0)=0 <<= X-XoecKerd <+ XecXo+KerA N

Corollaire (Rang et inversibilité) Soit A € M, (K). Alors A est inversible si et seulement si rg(A) = n.

Démonstration A est inversible <= La famille des colonnes de A est une base de K"

<= Le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de A est de dimension n <= rg(4) =n. |
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Théoréme (Relation entre les différentes notions de rang) Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie,
2 une base de E et € une base de F.

(i) Soit .# une famille (finie) de vecteurs de E. Alors : rg(Mgt(ﬁ)) =rg(.%).

(ii) Soit f une application linéaire de E dans F. Alors : rg(ls\é[e};(f)) =rg(f).

QX D X En pratique  Ce théoréme montre que tout rang (famille de vecteurs ou application linéaire) peut étre calculé
comme le rang d’une matrice. Or le calcul d’un rang fournit de précieux renseignements. Par exemple, nous avons démontré les
équivalences suivantes, dans notre chapitre sur les espaces vectoriels de dimension finie :

1)  f est injective si et seulement si rg(f) = dim E. 2)  f est surjective si et seulement si rg(f) = dim F.

Sans parler bien stir du précieux théoréme du rang! Nous étudierons bientdt une technique de calcul rapide et simple du rang.

Démonstration
(i) Introduisons les vecteurs de & et % : B = (e1,e2,...,en) et F = (fi,f2,...,fp), ainsi que les
colonnes C1,Cs,...,Cp de I\/gt(?) dans 'ordre naturel. Comme % est une base de E, nous pouvons en

n
outre noter ¢ l'isomorphisme (Ag)1<p<n — Z)\kek de K" sur E. Pour tout k € [1,p] :  ¢(Ck) = fk.
k=1
Or ¢ induit par restriction un isomorphisme de Vect(C1, Ca,...,Cp) sur Vect(f1, fo,..., fp) = Vect(ZF).

En particulier : rg(Mggt(ﬁ)) =rg(C1,Cs,...,Cp) = dim Vect(C1, Cs, ...,Cp) = dim Vect(F) = 1g(F).

(i) rg(gg(f)) = rg(M(gt(f(%))) Y 1g(£(#)) = dim Vect(f()) = dimIm f = rg(f). n

Théoréme (Invariance du rang par produit par une matrice inversible)
(i) Soient A € M, ,(K), P € GL,(K) et Q € GL,(K). Alors rg(AP) = rg(A) et rg(QA) = rg(A).

(ii) Deux matrices semblables ont le méme rang.

Démonstration Pour prouver (i), considérons chaque matrice comme une application linéaire. Alors toute
matrice P € GL,(K) est un automorphisme de K? et toute matrice @ € GL, (K) est un automorphisme de K". Or
nous savons que le rang d’une application linéaire n’est pas modifié quand on compose cette application par un

automorphisme. Ici, avec des matrices, composer revient & faire un produit. |
T 1 S
Théoréme (Décomposition UJ, -V d’une matrice) Pl el
1 [
|
Soit A € My ,(K) de rang r. Il existe deux matrices U € GL,(K) et V € GL,(K) }
(bref, inversibles) telles que A =UJp,p+V, 0U Jnp,r est la matrice de taille n X p _ 1

suivante :

0

Démonstration

e Considérons A comme une application linéaire de K” dans K". Si nous notons %, et %,, les bases canoniques

respectives de K? et K", nous savons qu’alors A = %Magp (A). Notre objectif dans cette preuve : trouver une
prFn

base # de KP et une base ¢ de K" pour lesquelles Ig\é[s%(A) = Jnpr-

Pourquoi ? Notant U la matrice de passage de %, & € et V la matrice de passage de # a %p, nous pourrons
affirmer par changement de base, comme voulu, que: A = @Ma%‘g (A4) = (Uﬁl) “x %[@;(A) XV =UdnprV.
P n 3

e Donnons-nous une base Z = (e1,e2,...,¢ep) de KP et une base ¢ = (f1, f2,..., fn) de K® quelconques. Que
faut-il imposer a ces bases pour que la matrice de A y soit Jp p,r ?
1) Pour que les p — r derniéres colonnes de %[z};(A) soient nulles, il est nécessaire que les vecteurs

€p—rt1, Ep—r42,...,€p solent linéairement indépendants et éléments de Ker A. Comme Ker A est de
dimension p—r d’aprés le théoréme du rang, nous n’avons qu’a choisir pour famille (ep—r+1, €p—rt2,...,€p)
une base de Ker A et la compléter simplement en une base 4 de K”.
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2) Pour que les r premiéres colonnes de %I%;(A) soient celles qu’on veut, il suffit qu’on pose fr = A(ex)

pour tout k € [1,r], puis qu'on compléte en une base ¢ de K". Encore faut-il, pour pouvoir compléter,
que la famille (f1, f2,..., fr) soit bien libre. Or la famille (e1,e2,...,e,), par construction, engendre un
supplémentaire I de Ker A dans K? et nous savons qu’alors A induit par restriction un isomorphisme de

I sur Im A. La famille (f1, f2,..., fr) = (A(el),A(eg), cey A(er)) est ainsi bien libre.

Voila : nous avons garanti l’existence des deux bases % et % . |

Corollaire (Invariance du rang par transposition) Soit A € My ,(K). Alors :  rg(*A) =rg(A).

Démonstration Notons r le rang de A et introduisons U € GL,(K) et V € GL,(K) telles que A = UJn,p,»V.
Alors : rg(tA) = rg(t(UJn,p,T-V)) = rg(tVtJn,p,rtU) = rg(tVJp,n,T-tU) car "Jnpr = Jpnr

Or 'U et 'V sont inversibles car U et V le sont, donc puisque le rang est invariant par multiplication par une
matrice inversible :  1g(*A) =1g(Jpn.r) =7 =rg(A). [ |

6 OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES MATRICES

6.1 DEFINITION

Définition (Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes) Soient 4,5 € N* et A € K. On appelle opération
élémentaire sur les lignes d’une matrice les opérations suivantes :

e permutation des i®™ et j°™° lignes, notée  L; <> L; ;
e multiplication de la i*"° ligne par le scalaire A # 0, notée  L; < AL; ;
e addition de la j™° ligne multipli¢e par le scalaire  a la ™ ligne (avec i # j), notée  L; < L; + \L;.

On définit de méme la notion d’opération élémentaire sur les colonnes d’une matrice. Les notations associées sont respectivement
CiHCj7 C; < M\C; et Cz<—Cz+)\CJ

La démonstration du théoréme suivant requiert seulement un minimum d’enthousiasme calculatoire. Calculez.

Théoréme (Opérations élémentaires = multiplication par certaines matrices inversibles) Soit A € M, ,(K).

e Soient i,j € [1,n]. L’opé- e Soient i € [1,n] et A € K*. e Soient 4,5 € [1,n], i # j
ration élémentaire L; <> L; est L’opération élémentaire  L; < AL; et A € K. L’opération élémentaire
équivalente & la multiplication de A est équivalente a la multiplication de L; < L; + AL; est équivalente &
a gauche par : A & gauche par : la multiplication de A a gauche par :

1 | ! i J
' I I
. | | lf J(
1 | 1 | 1 |
i+ -——0-———- 1-——- - } - }
L1 } 1 1
. | .
| 1 L i - A--1---
i1 | — o L
[ I \ 1 [ 1
I I
\ \ KR
| | 1
Toutes les matrices par lesquelles on a multiplié A ci-dessus sont inversibles.
Si, au lieu de multiplier & gauche, on multiplie A & droite par les matrices décrites ci-dessus, on obtient une simulation des
opérations élémentaires sur les colonnes, respectivement :  C; <> C;, C; - AC; et Cj « C;+AC; — a condition de faire
varier i et j dans [1,p] et non plus dans [1,n].
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Opérations élémentaires sur les lignes = Multiplication & gauche

HX KX Attention !

Opérations élémentaires sur les colonnes = Multiplication & droite

Démonstration La matrice associée & l'opération élémentaire L; <+ L; est inversible car son carré vaut I,
— c’est une symétrie. Quant aux matrices associées aux opérations élémentaires L; <~ AL; et L; < Li+AL;,
elle sont triangulaires & coefficients diagonaux tous non nuls, donc inversibles. |

6.2 METHODE DU PIVOT DE GAUSS POUR LE CALCUL DU RANG

Théoréme (Propriétés d’invariance du rang)
(i) Les opérations élémentaires sur les matrices préservent le rang.

(ii) La suppression d’une colonne nulle ou d’une ligne nulle préserve le rang.

Démonstration
(i) Les opérations élémentaires sont des multiplications par des matrices inversibles, donc préservent le rang.

(ii) Déja vu pour les colonnes. Pour les lignes, ne pas oublier que le rang est invariant par transposition. M

QU DD En pratique Décrivons a présent comment I algorithme du pivot de Gauss peut étre utilisé pour calculer rapidement
le rang d’une matrice. Partons d’une matrice A € M, ,(K). L’algorithme suivant rameéne le calcul du rang de A au calcul du
rang d’une matrice de taille strictement plus petite sur laquelle le procédé doit étre répété a l'identique.

0) Si A =0, alors rg(A) = 0 — sortie de lalgorithme.
1) Sinon au moins un coefficient de A est non nul. En permutant les lignes et les colonnes de A, on se raméne au

calcul du rang d’une matrice de méme rang que A dont le coefficient a de position (1,1) est non nul. Ce coefficient a est
alors qualifié de pivot.

2) A l'aide du pivot a, on annule par des opérations élémentaires sur les lignes tous les termes de la premiére colonne
de la matrice obtenue a 'issue de ’étape 1) (& Pexception du pivot).

3) Toujours a l’aide du pivot a, on annule ensuite par des opérations élémentaires sur les colonnes tous les termes de
la premiére ligne de la matrice obtenue a l'issue de ’étape 2) (a I'exception du pivot).

4) La premiére colonne de la matrice obtenue a l'issue de 1'étape 3) est clairement non combinaison linéaire des autres
colonnes de cette matrice. Ceci explique le résultat de 'étape 4) figuré ci-dessous.

Etape 1) Etape 2) Etape 3) Etape 4)
a X - X a x - X a 0 --- 0
X X e X 0 ‘r 0 } )
rg(A) =rg S| =re | A/ =rg|. A/ =rg(A) +1
. ‘ . ‘
X X X 0 | (U

Cette étape n’a pas a figurer sur vos copies,
vous pouvez directement passer a 1'étape 4).

L’algorithme ainsi décrit se termine avec certitude car A’ est strictement plus petite en taille que A.

0o o 1 3 0 O 1 3 4 -2 —4 1
1 0 -1 2 0o 1 -1 2 0o 1 -1 2
Exemple rg| 0 O 1 21 =rg|0 O 1 2 C1 < Cy =rg|0 O 1 2 L1 < Ly
-2 4 —4 1 4 -2 —4 1 0 O 1 3
-1 0 3 0 0 -1 3 0 0O -1 3 0
1 -1 2 1 -1 2
0 1 2 0o 1 2
=1+4rg 0 1 3 =1+4rg 0 1 3 , ,
-1 3 0 0 1 1 Ly + 5 Ly + 5 Ly

2 1 2
=24rg|l 3| =24+2=4 car les vecteurs 1) et | 3| sont non colinéaires.
1 1 1
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6.3 METHODE DU PIVOT DE GAUSS POUR L’INVERSIBLITE D’UNE MATRICE

QD QY D En pratique En résolvant un systéme linéaire au moyen de Ualgorithme du pivot de Gauss, on a vu qu’on pouvait
savoir aisément si une matrice est inversible ou non et, le cas échéant, calculer son inverse. Nous présentons ici la méme méthode
d’une autre fagon, sans systémes linéaires. Soit A € M, (K).

e Supposons qu’on puisse ramener A & la matrice I,, par des opérations élémentaires uniquement sur les lignes de A.

Si k opérations élémentaires sont nécessaires, de matrices Pi, Ps, ..., Py, alors :  PyPy_1... PPA = I, (multiplications
a gauche car opérations sur les lignes). Bref, si P est la matrice PyPy—1... P, alors PA = I, donc A est inversible
d’inverse P. Comme alors A™' = P,Pr_1...P1 X I, A~ gobtient donc a partir de la matrice I, grice aux mémes

opérations qui nous ont fait passer de A a I,,, dans le méme ordre.

e Réciproquement, nous admettrons pour gagner du temps que, si A inversible, alors on peut ramener A a la matrice I,, par
des opérations élémentaires uniquement sur les lignes.

X XK Attention! Ilest impératif que vos opérations élémentaires se fassent ici toutes sur les lignes — ou bien toutes sur
les colonnes, c’est également possible. Les mélanges sont interdits!

1 0 2 -3 4 2
Exemple Lamatrice A= |1 —1 2 | estinversible d’inverse A~'=[ 1 -1 0
0o 2 -1 2 -2 -1

En effet Introduisez toujours vos calculs par une petite phrase rituelle d’explication. Par exemple : « Nous
allons faire subir aux matrices A et I, les mémes opérations élémentaires sur les lignes jusqu’a obtenir, si possible,
I, ala place de A. C’est alors At que nous trouverons & la place de I,,. »

1 0 2 1 0 0
A= 1 -1 2 I, = 0 1 0
0o 2 -1 0 0 1
1 0 2 1 0 O
01 0 1 -1 0 Lo« L1 — Lo
0 2 -1 0 0 1
1 0 2 1 0 0
0 1 0 1 -1 0
0 0 1 2 -2 -1 Lz < 2Ly — L3
1 0 0 -3 4 2 L1 < L1 — 2L3
I, = 01 0 Al = 1 -1 0
0 0 1 2 -2 -1
1 0 2
Exemple La matrice A= (-1 —3 1 | n’est pas inversible.
0 1 -1

En effet Nous allons faire subir aux matrices A et I,, les mémes opérations élémentaires sur les lignes jusqu’a
obtenir, si possible, I,, & la place de A. C’est alors A~* que nous trouverons & la place de I,,.

1 0 2
A= | -1 -3 1 I, INUTILE !
0o 1 -1
1 0 2
0 -3 3 Lo+ L1+ Lo
0 1 -1
1 0 2
0 -3 3
0 0 0 3¢ L2+ 3L3

Aie! Dans la partie gauche de la matrice, nous avons transformé A en une matrice possédant une ligne nulle par
des opérations élémentaires. Les opérations élémentaires étant des opérations inversibles, cela montre que A n’est
pas inversible. Ici, le travail sur la matrice I,, & droite était donc inutile.
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